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Superposicdo de modelos

Muitas séries temporais exibem um comportamento bastante complexo. Ao
identificarmos as caracteristicas mais marcantes, estamos caminhando na
direcao de formular um modelo. A série de acidentes é um exemplo tipico.

Acidentes rodoviérios graves (1969:1-1984:4)

Number

7000+
6000+
5000+

4000+
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@ A tendéncia global parece ser de uma variacao suave do nivel.

@ Se agora nos concentramos na variacdo em torno desse nivel,
podemos detectar um comportamento ciclico.

Essa inspecdo permitiu identificar os dois componentes de um modelo:
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@ A estrutura dos modelos dinamicos é apropriada, pois permite que as
componentes sejam modeladas separadamente e depois integradas
num modelo.

@ No caso mais comum de duas componentes: tendéncia e
sazonalidade, estruturamos a equacdo das observacoes com dois
termos.

Yt = YNt T Yst + v

Cada um dos termos é descrito através de um modelo dindmico

Yne = F//\/teNt
Ove = GneOne—1 + wpe
yst = FétGSt
Ose = Gsilsi—1 + ws;
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Se agora integramos esses termos, obtemos a equacdo das observacdes

ye = F'0 + v

Fhe One )
de F = 0=
onde ( Fe, ) e < B,
Similarmente, a equacdo do sistema (integrado) fica

Oy = Gl—1+wy;  we ~ N(0O, W)

ondth—(Gé\lt GZ)eWt_(M(/)Nt V\(/)s>
t t
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Fator de Desconto

o Até agora, nao foi discutido o processamento da incerteza relativa a
W.

@ A abordagem Bayesiana para pardmetros desconhecidos é sempre a
mesma: atualizacdo via teorema de Bayes.

e O tratamento dado a varidncia das observacdes é analitico. O mesmo

n3o acontece com a variancia do sistema.

Felizmente, existe uma solucdo baseada em fatores de desconto que
produz uma alternativa aceitavel.

@ Como ja dissemos, o valor da informacdo diminui com o tempo.

@ Essa diminuicdo é controlada pela evolucdo do sistema, através do
aumento da incerteza do sistema.
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Mais especificamente, se a equacdo do sistema é

O = GO +wi,  wp~ N(O;Wt)
temos que, para V(0;_1|D:—1) = C;_1,
Rt S V(et‘thl) = Pt + Wt

onde Pt = V(Gt0t71|Df71) = Gtctf]_G; 3 Wt = Rt — Pt-

Se definimos 6 de tal forma que R; = P;/0 podemos interpretar § como a
percentagem de informac3o que passa de t — 1 para t e nesse caso

Wt = Rt — Pt == Pt/(5— Pt_ == Pt(6_1 — 1)
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@ No caso de superposicio de modelos (ex.: tendéncia + sazonalidade)
podemos extender o raciocinio acima.

@ No caso geral de k modelos, poderiamos definir
Pi,t = V(Gitei,t—1|Dt—1)a i = 1,27 e »k

e utilizar um desconto d;, i = 1,2,--- , k para cada bloco de forma
que R,'J.L = P,'7t/($,' e W,' = P;,t(éi_l — 1)

@ O modelo total obtido pela superposicdo das k componentes teria
entdo W, = diag(W1 s, -+, Wk), onde W; ; seria dado como
acima.
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O fator de desconto ¢ é a percentagem de informacdo que passa de um
periodo a outro.

Valores tipicos para sistemas sem variacdes bruscas se encontram
acima de 90%

A escolha do valor adequado vai depender da aplicacdo e sugere-se
que alguns valores sejam comparados.

Valores muito préximos ndo produzem diferencas perceptiveis.

Valores muito baixos (abaixo de 0,8) tendem a introduzir muita
incerteza e produzem limites de incerteza para predicdo muito
grandes.

Valores muito altos representam um sistema com mudancas muito
suaves.

No limite, quando § = 1, temos o modelo estatico onde n3o ha perda
de informacao.

A mesma idéia de desconto pode ser estendida a modelos mais gerais
com varios descontos aplicados a partes diferentes do modelo. Essa
formulac3o ficard mais clara quando abordamos superposicio de
modelos.
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Aplicacao: Candy

@ llustramos o uso de fatores de desconto com a série de vendas de um
doce (SALES) do arquivo CANDY.DAT.

@ As figuras a seguir apresentam as previsGes um passo a frente
resultantes do ajuste de um modelo de tendéncia constante com os
seguintes fatores de desconto: 1,0; 0,9 ¢ 0,8
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Fator de desconto 6 = 1 (estrutura estética)

Previsdo 1 passo a frente:
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Fator de desconto 6 = 0.9 (estrutura estética)

Previsdo 1 passo a frente:
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Fator de desconto 6 = 0.8 (estrutura estética)

Previsdo 1 passo a frente:
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Regressao Dinamica

@ O modelo genérico usado para introduzir os modelos dindmicos foi
obtido a partir de uma generalizacdo dos modelos de regress3o.

@ Se a série de vendas, (y;) é explicada pela série de precos (x;) temos:

Ve = e+ Bexe + vt
Bt = Hi—1 1+ Wie
Be = Be—1+ way

Nada na estrutura acima impede que outras varidveis sejam incluidas como
regressores.
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No caso de uma série y; com varidveis explicativas xit, ..., Xy, temos

Ye = Bor+Pixie+...+ /Bthpt + vt
Bir

ﬂi,t71+Wit; i:O,la"wp
chamado de modelo de regressdo dindmica

A estrutura de modelo dindmico é evidente com:

o Fi = (1,x1t,...,%pt)
@ G; = ly;1, a matriz identidade de ordem p+1 e

° w; = (Wo1,Wit, . . ., Wpt)

Helio S. Migon

Mariane B. Alves

Modelos Dinamicos Bayesianos



MLD de Regressao Miltipla

Eq. observacdo: y; = Fi6y + 1, vy ~ N[O, V}]

Eq. sistema: Or = 01+ wr, we ~ N[O, wy]
onde
Fe = (Xe1,.-.,Xen)” : vetor de regressoras
Xi,...,X, : varidveis independentes
Xi o valor da i—ésima variavél X no instante t
0y : nx 1 vetor de pardmetros da regressio
wt © matriz da variancia de 6;.

Helio S. Migon Mariane B. Alves Modelos Dinamicos Bayesianos



Aplicacao: Candy

@ Os dados deste exemplo correspondem as vendas e precos mensais de
um doce do arquivo CANDY.DAT.

@ Espera-se que série de vendas (SALES) esteja relacionada a série de
precos (PRICE).

o Nas figuras a seguir apresentam-se alguns resultados do ajuste de um
modelo de regressdo dindmica com tendéncia estavel, utilizando o
preco como variavel explicativa.
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Observa-se um aparente movimento comum das 2 séries.

Sales

9 10 11
L

8
L

T T
1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982

Price

-1

-2

1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982

Helio S. Migon . icos Bayesianos



Sales

-2

Price

10
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As previsdes exibem melhoras consideraveis em comparacdo com os
modelos sem precos.

(Descontos: Nivel - 0.9, Covariavel - 0.99)

Previséo
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Previsao com Regressoras

@ Para fazer previsdo em modelos com regressoras, é necessario ter o
valores das regressoras ao longo do horizonte de previsio.

@ Normalmente, esses valores também s3o incertos e o tratamento a
ser dado é muito mais complicado.

@ Uma alternativa intermediaria é fazer previsao sob varios cenérios
plausiveis.
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Neste caso todos os valores de preco para o periodo de prediciao sdo zero,
portanto, as previsGes tém a forma constante do modelo estavel.

Previsédo 12 passos a frente

13
1

12
I

11

0 20 40 60 80

Index
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Modelos com Sazonalidade

1 Modelos sazonais requerem uma componente periédica no modelo.

2 A representacdo mais simples é através de fatores ou indicadores
de cada periodo no ciclo. Para dados trimestrais, sao usados
quatro indicadores.

3 Uma pequena alteracdo envolve o uso de efeitos indicando a variacdo
sazonal em torno de um nivel. Nesse caso, os efeitos estdo restritos a
ter soma zero.
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4 Fatores trimestrais de 100, 140, 80 e 120 equivalem a um nivel de
110 e efeitos trimestrais de - 10, 30, - 30 e 10.

5 A dltima formulacdo é mais atraente pois permite a separacdo entre
sazonalidade e tendéncia.

6 A restricdo deve ser mantida em todas as afirmacdes probabilisticas
mas é facilmente incorporavel ao método de inferéncia utilizado.
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DefinicGes

Seja g(t) qualquer funcdo real definida para os inteiros n3o-negativos,
onde t é o indexador de tempo.

i. g(t) é ciclica ou periédica se, para algum inteiro p > 1,
g(t+ np) = g(t), para todo inteirot >0en>0.

ii. O menor inteiro p para o qual o item anterior é valido é chamado de
periodo de g(.).

iii. g(.) exibe um ciclo completo para todo intervalo de p pontos
consecutivos: (t,t+p—1),Vt>0.

iv. Os fatores sazonais de g(.) sdo os p valores de qualquer ciclo
completo: 0, = g(j) j=0,1,2,---,p— 1. Note que, para t >0,
g(t) = g(j) onde j é o resto da divisdo de t por p. (j=p | t)
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DefinicGes

v. O vetor de fatores sazonais em t é simplesmente o vetor de fatores

Vi.

sazonais permutados, de modo que o primeiro elemento é aquele para
o tempo t

01’ = (eja aj—‘rla e aap—h GOa e 79j—1)l

quando o fator sazonal corrente é ;. Em particular, para quaisquer
inteiros n e k = np,

Ok = (6o, ,0p-1)".

Em qualquer ciclo, o tempo correspondente ao fator sazonal ¢; tem
um rétulo, M(j). Claramente, os rétulos s3o ciclicos com periodo p e
Jj=p|tse esése M(j)=rt.
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Caracterizacao de fatores sazonais ciclicos

Duas possibilidades: (i) indicadores ou (ii) funcbes trigonométricas.

A cada ponto no tempo fica associado um vetor de fatores sazonais.

@ Seja um ciclo completo de p periodos. Denote cada fator por 6y, 65,
-++, Bp. O vetor de fatores sazonais em t é denotado por 6.

Se o0 modelo consistir somente da componente sazonal, entdo o nivel

da série no tempo t, u; é dado pelo primeiro componente de 6; e

pode ser obtido como p; = EL0; onde E;, = (1, 0,0,---,0 ).
N—_———

(p-1) termos
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Se tempo t corresponde ao j-ésimo per'{i}odo, 4entdo t + 1 correspondera
ao (j + 1)-ésimo. Permutando o vetor 6; obtemos

9;‘+1 = (0j+17"' 70p7915"' aej) € Ut41 = E;9t+1-

A passagem de 6; para 6;,1 é realizada através de

0 I,_
Pp:(l Fb/l>7

i.. 011 = P60, onde P, ' tq. PKTP = Pk,

Essa formulacdo leva ‘a definicdo do modelo sazonal

Eq daS ObS Yt = E;et + V¢ Vg ~ N[O, Vt] (1)
Eq Slst 91_» = Pp9t71 +Wt Wt ~~ N[O,Wt] (2)
(60| Do) ~  N(mo,Co) (3)
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Observacdes

(i) Se W, = cl,, os erros w; sdo ndo correlacionadas e o problema se
reduz a andlise de p modelos de la. ordem, se a priori
Co = diag(c1,- -+, ¢p). Pois ndo haverd troca de informag&o entre
diferentes niveis de ciclo sazonal;

(ii) Para obter a fungdo de previsdo suponha que ; = (61,--- ,6,); e,
portanto, E(0¢|D;) = m;y = (my1,---,mp)". A previsdo
h-passos-a-frente é dada por

fe(h) = E(ye+n|De) = E(pesn| D)
= E(Epfern|D:) = E,PLE(0:|D;) = E,Phm,
- Ep(mt,h+1;"' yMepy, Me 1, 7mt,h)/
= Mth41

A modelagem por indicadores sazonais é feita através de um nivel médio e
variacles sazonais com relacdo a este nivel médio y;. Assim os
fatores sazonais satisfazem a 1’0, = Zle 0. =0.
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2) Restricdes sdo preservadas pelo modelo dindmico com
llwt = 0

Uma vez garantidas essas restricdes podemos redefinir
o modelo sazonal como

Eq. Observagbes: y; = e+ 60;;+ve v~ N[O, V4]
= pet E:,et + vt
= FpBe+u:
Eq. do Sistema : py = pe—1+woe,  wor ~ N(O, Wo. )
0, = Ppet—l +wr W~ N(O7Wt) (4)

Inf. Inicial : (/1,0|D0) ~ N(m007C00) (QO‘DO), ~ N(m07C0)

Restricdo adicional : 16, = 0, Vt.
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Supondo novamente que E[B:|D] = (meo, me 1, , myp) onde
Zj’.’zl m; j = 0 temos a fungdo de previsdo dada por

fe(h) = E(Yt+n|Dr)
= E(pen+ E;9t+h|Dt)
= E(pen|Dr) + ELE(0r4n|Dr)
h h
= E(ue+ Y woess|De) + E,E(PAO: + Y Phiw, | Dy)

j=1 j=1
E(Ht‘Dt) + E’pE(PZQt\Dt)

= Mo+ Mipt1
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{Para dados trimestrais, os modelos dindmicos utilizam quatro indicadores. A
passagem do tempo faz com que eles experimentem uma rotagdo. Assim,

trim4
triml
trim2
trim3

91.‘71 =

Essa rotacdo pode ser efetuada pela matriz de evolucdo

= O O O
O OO+
[Nl o)
O~ OO

O modelo é completado por uma equacdo de observacdes que considera apenas
a primeira componente do vetor paramétrico, ou seja, F{ = (1,0,0,0). A
extensdo para um ciclo de p periodos é analoga.
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Modelagem por harmdnicos

@ Uma outra modelagem de padres ciclicos pode ser feita usando
funcoes trigonométricas.

~ . A2 TR . 2
e A fun¢do cos(w(t — 1)) é periédica com periodo <*. Se w = 7/6, o
periodo é 12 e o maximo ocorre para t = 1.

@ Dados mensais com ciclo anual podem ser concisamente modelados

via
<7r(t— 1))
Yt = a¢ COS T —+ vt

onde a; é um pardmetro que controla a amplitude e o maximo ocorre
em janeiro. Observe a reducdo drastica na dimensdo do vetor
paramétrico de 11 para 1.

Helio S. Migon Mariane B. Alves Modelos Dinamicos Bayesianos



@ Defasagens no ponto de maximo do ciclo podem ser acomodadas
com um parametro extra segundo

Yt = ar COS (7T(t6_1)) + by sin (7T(t6_1)> + vy

A formulacdo dindmica dessa funcdo harmoénica utiliza 2 parametros,

1 cosw  sinw
Ft_(O)’Gt_(—sinw cosw)

onde w = 7/6.
Esse modelo descreve um ciclo segundo uma funcao coseno.
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@ Padrdes ciclicos mais complicados podem ser modelados com a
inclusdo de formas harmdnicas de freqiéncia maior. A funcdo
cos(2w(t — 1)) é similar porém completa 2 ciclos durante um periodo
de tempo p = 27/w ou w = 27/p.

@ O resultado fundamental aqui informa que qualquer padrdo ciclico de
periodo p pode ser reproduzido com a soma de, no maximo, p/2
harmonicos de periodos p/j,j =1,...,[p/2] harmonicos.

@ A vantagem desse resultado reside em que podemos fazer economia
no nimero de paradmetros utilizados e conseqiientemente aumentar
nossa capacidade de aprendizado sobre o sistema e melhorar nossas
previsoes.
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Aplicacao: Candy

@ A série de vendas do arquivo CANDY exibe um comportamento
ciclico que até agora n3o havia sido tratado.

o Nas figuras a seguir apresentam-se os resultados da andlise da série
CANDY.DAT considerando um modelo de tendéncia constante e um
regressor (pre¢o), incluindo a componente sazonal representada de
forma livre e com harmdnicos.
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Candy: Modelagem com Harmonicos

@ Como os dados sdo mensais, temos que o periodo tem tamanho
p = 12, havendo portanto até 6 harmonicos de periodos. O primeiro
ou fundamental, de periodo 12 = 12/1; o segundo, de periodo
6 =12/2 ... até o dltimo, de periodo 2 = 12/6.

@ A diminuicdo da dimensdo do vetor paramétrico é importante pois
embora n3o altere as previsGes pontuais, diminui a incerteza e facilita
a monitoracdo da performance do modelo. Além disso, uma
modelagem mais parcimoniosa acelera o tempo de processamento da
analise.

o Esta modelagem da sazonalidade permite que o periodo do ciclo
sazonal seja diferente do periodo natural da série e que o modelo
escolhido contenha apenas o harménico fundamental, ou seja, uma
Gnica funcdo senoidal.
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Candy: Modelagem com 1 harménico
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Candy: Modelagem com 1 harménico
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Estimativa da sazonalidade com limites de incerteza: primeiro harménico

-1

-2
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Previsdo com limites de incerteza: 1 harménico
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Distribuicao Normal Multivariada

O vetor p-dimensional x = (x1, X2, -+ ,Xp)’ tem distribuicdo normal
p-variada com média p e vari®ancia X, x ~ N(u, %), se tem densidade :

i T) = (x| £ 172 exp {30 = 50— )

onde | A | — determinante da matriz A. A normal padronizada é obtida
quando ;1 =0 e ¥ = /,, identidade de ordem p. Nesse caso, as
componentes x/s sdo normais padronizadas independentes. A normal
univariada é o caso particular onde p = 1.
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Propriedades importantes

Transformacdes lineares: se A é uma matriz r X p e b € um vetor
r-dimensional entdo
y =Ax+ b~ N(Au+ b, ALA) (5)

Distribuicdes Marginais: se o vetor x é dividido em 2 blocos x; contendo
0s primeiros r componentes de x e xp, 0s outros p — r entdo procedendo a
mesma particdo em p e £ na forma

w1 1 Yo
= Y = 6
a (Mz) ¢ <221 Z22) (6)
obtém-se que
xij ~ N(ui, Xi), i=1,2

Distribuicdes condicionais:

x1 | X0 ~ N(p1.2,211.2)
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Reconstrucao da conjunta :

Se x1 | xo ~ N(u1 + Bi(x2 — p2), B2) e xo ~ N(u2,X2,) entdo

x = (Xl>~N(,u,Z) com

X
p1 T X
= Yy =
s < 2 ) ¢ < Yo1 X )

onde Y11 = By + 8122281 e 2/21 = Y10 = B1Xom.

em Formas quadraticas : (x — )T~ (x — ) ~ x3.
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