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Aprendizado de Maquina
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Aprendizado de Maquina

e Métodos e teorias para extrair informacdo em grandes conjuntos de

dados.
APRENDIZADO DE MAQUINAS
SUPERVISIONADO NAO SUPERVISIONADO

MODELOS DEV.

LATENTES

REDUCAO DE
DIMENSAO
PREVISAO DE
MODELOS DE
SERIES TEMPORAIS

SERIES TEMPORAIS
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Estilos de Aprendizado de Maquina (AM)

@ Supervisionado - foco em predicGes acuradas.

@ N3o Supervisionado - descricdo compacta de um bolo de dados.

Supervised learning Unsupervised learning

fetars

%z
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Aprendizado Supervisionado

e Dados - D = {(xp,¥n), n=1,--- N}

Objetivo: aprender relacdo entre x (input) e y (output).

AR

e Predicdo: Para um novo input x¢ ¢ D, com mesmo processo
gerador de dados, desejo:

plyelxe, D) = / ply|xr, 0)p(6]D)do

Funco de perda: (utilidade) para aferir acuracia em predicdes
pontuais.

e Exemplos:

@ Classificacdo: y discreto - classes

© Regressdo - y continuo
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Aprendizado N3o Supervisionado

Objetivo: descricdo compacta dos dados em D

Dados - D = {x,,n=1,--- /N}

Modelo: p(x) = [ p(x|0)p(8|D
e Exemplos: Exemplos:

© Conglomeracio

© Reducio de dimensionalidade
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Introducao
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Introducao

Série temporal - conjunto de observacdes ordenadas (no tempo).

» Tempo pode ser espaco, profundidade, .. ;
» Observacdes vizinhas sdo dependentes;

>
modelagem Y\

Estudo de séries temporais: dessa dependéncia.
andlise

» Técnicas especificas a séries temporais
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Exemplos de aplicacoes

v' Economia

e precos diarios de acbes

o taxa de desemprego mensal
v' Medicina

o niveis de eletrocardiograma

e niveis de eletroencefalograma
v Epidemiologia

e casos semanais de sarampo
e mensais de AIDS

v' Meteorologia

o temperatura diaria

o registro de marés

v etc.
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Classificacao

Série temporal é conjunto de observacdes {Y(t),t € T}
Y - variavel de interesse

T - conjunto de indices
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Tipos de séries temporais

1. Discreta : T = {t1,tp,- - ,ty}

Ex : Exportacdes mensais de 1970 a 1990
T ={01/1970,02/1970,--- ,11/1990,12/1990}
Notacdo : Y;
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Tipos de séries temporais

1. Discreta : T = {t1,tp,- - ,ty}

Ex : Exportacdes mensais de 1970 a 1990
T ={01/1970,02/1970,--- ,11/1990,12/1990}
Notacdo : Y;

2. Continua : T ={t: t; <t <t}

Ex : Registro da maré no Rio durante 1 dia
T = [0, 24] se unidade de tempo é a hora
Notacdo : Y(t)
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Tipos de séries temporais

1. Discreta : T = {t1,tp,- - ,ty}

Ex : Exportacdes mensais de 1970 a 1990
T ={01/1970,02/1970,--- ,11/1990,12/1990}
Notacdo : Y;

2. Continua : T ={t: t; <t <t}

Ex : Registro da maré no Rio durante 1 dia
T = [0, 24] se unidade de tempo é a hora
Notacdo : Y(t)

3. Multivariada : Observacdes sdo {Yi(t), -, Y(t),t € T}

Ex : Vendas semanais (Yi;) e gastos com propaganda (Ya:).
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Tipos de séries temporais

Y também pode ser discreto ou continuo.
Muitas vezes, Y é discreto mas pode ser tratado como continuo.
Ex : Ndmero de casos notificados de AIDS.

Podemos identificar T com {1,2,--- ,n}

Helio S. Migon Mariane B. Alves Modelos Dinamicos Bayesianos



Exemplo de série temporal: Air Passengers

Air Passengers
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Objetivos de uma analise de séries temporais

Os principais objetivos s3o :

(i) compreender o mecanismo gerador da série;

(i) predizer o comportamento futuro da série.
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Objetivos de uma analise de séries temporais

Os principais objetivos s3o :

(i) compreender o mecanismo gerador da série;

(i) predizer o comportamento futuro da série.

Compreender o mecanismo da série possibilita :

- descrever eficientemente o comportamento da série;

- encontrar periodicidades na série;

descobrir razdes para o comportamento da série (possivelmente
através de varidveis auxiliares);

- controlar a trajetéria da série.
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Objetivos de uma analise de séries temporais

Os principais objetivos s3o :

(i) compreender o mecanismo gerador da série;

(i) predizer o comportamento futuro da série.

Compreender o mecanismo da série possibilita :

- descrever eficientemente o comportamento da série;

- encontrar periodicidades na série;

descobrir razdes para o comportamento da série (possivelmente
através de varidveis auxiliares);

- controlar a trajetéria da série.
Predizer o futuro possibilita :

- fazer planos a longo, médio e curto prazo;

- tomar decisGes apropriadas.
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Objetivos de uma analise de séries temporais

Objetivos (i) e (ii) estdo interligados.

Sé é possivel prever bem rotineiramente se o modelo é adequado e
vice-versa.

A n3o ser nos raros casos de modelos deterministicos, futuro envolve
incerteza — previsGes ndo sdo perfeitas.

Objetivo é reduzir ao maximo os erros de previsao.
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Modelagem, aprendizado e previsao

Central a anélise de séries temporais estd a construcdo de um modelo.

Modelo

Esquema de descricdo (e explicacdo) que organiza informacio (e
experiéncias) de forma a propiciar aprendizagem e previs3o.
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Modelagem, aprendizado e previsao

Central a anélise de séries temporais estd a construcdo de um modelo.

Modelo

Esquema de descricdo (e explicacdo) que organiza informacio (e
experiéncias) de forma a propiciar aprendizagem e previs3o.

@ Bom modelo permite aprendizado levando a previsdes adequadas.

@ Devido a incerteza presente, modelo é probabilistico.

Deve também ser econémico (parsiménia).

Descricdo deve ser relativamente simples e flexivel para poder se
adaptar ao futuro (incerto) e facilitar aprendizado.
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Modelagem, aprendizado e previsao

Aprendizado
E processamento de informacdo através do modelo.
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Modelagem, aprendizado e previsao

Aprendizado

E processamento de informacdo através do modelo.

Previsao

E hipdtese, conjectura ou especulacdo sobre o futuro.
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Modelagem, aprendizado e previsao

Aprendizado

E processamento de informacdo através do modelo.

Previsao

E hipdtese, conjectura ou especulacdo sobre o futuro.

@ A natureza dindmica de séries temporais faz com que modelos
tenham que ter adaptabilidade no tempo.

@ Tem que ser parametrizado de forma a permitir mudancas locais em
sua estrutura.

@ Veremos que essa mudanca pode ser modelada estocasticamente,
isto é, usando probabilidade.
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Modelagem, aprendizado e previsao

Quando isso é feito dentro do contexto Bayesiano, temos uma série de
vantagens como intervencdo, funcdo de transferéncia, estimacao
retrospectiva (alisamento) sendo obtidas naturalmente.

A idéia basica é definir modelos que representem a estrutura da série
(componente ciclica, de tendéncia, ...).

Dai o nome de modelos estruturais. Quando método de inferéncia é
Bayesiano — modelos dinamicos.
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Modelagem, aprendizado e previsao

Caracteristica basica : pardmetros que caracterizam o modelo mudam
com o tempo probabilisticamente.

Ex: Queremos prever Y que sabemos ser influenciada por X.
Relacdo mais simples: Y = X0 + ¢

Talvez melhor assumir § mudando com o tempo
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Modelagem, aprendizado e previsao

Regra de aprendizagem - Teorema de Bayes

- Modelos possiveis My, My, - - -, M,, com probabilidades P(M),
M= My, My, - - My;

- Observa-se Y cuja descricdo é P(Y | M); Verossimilhanca do
modelo M;

- Apds observar Y =y temos P(M | Y =y), M= M,,--- , M, dado

por
PMI Y =y) = T2
_PLY =y | M) x P(M)
N P(Y =y)

x P(Y=y|M)xP(M)

Posteriori o Verossimilhanca x Priori
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Aspectos importantes de sistemas de previsao

Basicos : previsdo e estimac3o.

1. INTERVENCAO (ANTECIPATORIA)
Analista pode modificar modelo de acordo com informacao prévia
durante processo de observacao.

Ex. : tabelamento dos juros
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Aspectos importantes de sistemas de previsao

Basicos : previsao e estimac3o.
2. MONITORACAO

Performance do modelo cai

0

Monitorac3ao sinaliza

!

Mudancas s3o feitas

e Intervencao retrospectiva
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Aspectos importantes de sistemas de previsao

Basicos : previs3o e estimac3o.

3. RETROSPECCAO
Previsao : ver o que passado diz sobre futuro.

Também pode-se ver o que futuro diz sobre passado.

Importancia secundaria : controle.
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Exemplo de preditor 6timo

Vocé recebe uma correspondéncia de uma firma que se diz especialista
em previsGes financeiras.

Como prova de sua capacidade preditiva ela encaminha junto a esta
divulgacdo sua previsao para o estado do mercado na préxima semana:
Alta, Baixa.

Na semana seguinte vocé verifica que ela acertou !!! Logo a seguir voce
recebe nova carta com a previsdo da semana seguinte.

Novamente ela acerta e isto se repete por 7 semanas consecutivas.

A firma é de fato uma previsora excepcional?
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Resumo

@ Conjunto de Informacdo

Dt = {yla - Y It}7 onde

I; representa outras informacdes disponiveis.

Y1,---, Yt condicionalmente independentes dado 6

@ Desejamos

P()’t+1» e 7yt+H|Dt)
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Exemplo:

P(Yt+17 )/t+2|Dt)
ou

p(Yer1 + Yero|Dr)

()/t+1 ) N K fr1 ) ( @ Qu )]
Yet2 frioo )7\ Q1 @

Suponha que

Logo

Elyt11 + yeval = fer1 + fop2

Var[yes1 + Vito] = Q1+ Q@ + 2 x Q2
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a) - Indistria de Bebida

Desejava-se prever a demanda por cidra na Inglaterra no final da década
dos 70.

Apresentamos a seguir uma seqiiéncia de graficos exibindo o dado
original, os erros de previsdo associados a um modelo de crescimento
linear, etc. ..
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Exemplo da Cidra

L

1870 1971 1972 1973 1974 1975 1976 1977 =

TG, 1. Total issues (in scaled unirs).
Dados
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Exemplo da Cidra

Tssues | — Actual issues

4| 1 Forecost .t
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Fig. 2. detual issues 1974-1975 and one- step ahead forecast fiom linear growid: seusc

Erro de Previsdo - Modelo Crescimento - Ano 1976

Helio S. Migon Mariane B. Alves Modelos Dinamicos Bayesianos



Exemplo da Cidra

Actual issuc

o+ F oracast

RV TS
RN R
1977 1978

F1G. 4, Actwal issues 197778 and forecasts made in December 1976 for next 18 months (LGS mo

Erro de Previsdo - Modelo Crescimento - Anos 1977-78
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Exemplo da Cidra

i = Actual issue
+ Forcast

35F oy

Jor + +
Tssues 3

ok
29 + +

201

y B
JMMJI SN MM
1478

1977
Actual issues 1977-78 and forecast made in December 1976 for next 18 nionths (complete niodel)

Erro de Previsdo - Modelo Completo - Anos 1977-78
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b) - Ndmero de telefones nos EEUU.

Neste exemplo uma curva de crescimento amortecida

0304

|
Dab 1

TP FT TP T P FPT v T ) IH“
B A R S

Figure 3, Number of residential telephones per household. X x X data,
two 5.d. limits

forecasts, — — -

Dados
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b) - Ndmero de telefones nos EEUU.

Neste exemplo uma curva de crescimento amortecida

05y |

-{)IJE'i !

Figure 4, Forecast residuals ( ) with two s.d. limits (— — =)

Erros de Previsdo
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c) - Modelo Econométrico - micro fundamento

Este modelo foi desenvolvido para prever o valor das exportacées de
produtos industrializados, usando dados de Jun./79 até Dec./84. Periodo
de grande crise mundial e varias desvalorizaces do cruzeiro.

O modelo foi elaborado passo a passo com base nos conceitos
elementares de oferta e demanda.

Quantidade de bens exportados. E funcio de:
i) preco em US$ (p) ii) taxa de cAmbio "real" (r)
iii) hiato do produto (h) iv) indice de preco americano ()

—->
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c) - Modelo Econométrico - micro fundamento

Este modelo foi desenvolvido para prever o valor das exportacées de
produtos industrializados, usando dados de Jun./79 até Dec./84. Periodo
de grande crise mundial e varias desvalorizaces do cruzeiro.

O modelo foi elaborado passo a passo com base nos conceitos
elementares de oferta e demanda.

Demanda

Quantidade de bens brasileiros a ser importada. E funcio de:
i) preco de exportacdo (p)
ii) renda mundial (z)

—->
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Distribuicoes de Probabilidade
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Variaveis Aleatérias

o Varidvel ou Quantidade Aleatdria é aquela cujo valor nos é incerto.
Ex.:

o X : Ndmero resultando do lancamento de um dado

o Y : Nivel de glicose no sangue de um individuo.

@ Sua incerteza é representada probabilisticamente,
ex.,Pr(X =x) = ,x=1,2,3,4,5,6.

@ As Variaveis Aleatérias admitem vaérias classificacdes possiveis:

o Discreta ou Continua

o Observivel ou N3o Observavel
Exemplos:

o Discreta e observavel: X
o Discreta e n3o observavel: Indicador de doenca num individuo
o Continua e observavel: Vendas de um produto em larga escala

o Continua e n3o observavel: Y
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Distribuicao de Probabilidade

Variaveis Discretas sdo representadas pela funcdo de probabilidade
f(x) = Pr(X = x), que caracteriza completamente a incerteza a respeito

de X pois
Pr(XeA)=> Pr(X=x)=) f(x)

Variaveis Continuas sdo representadas pela funcdo de densidade de
probabilidade ou densidade f(x), que caracteriza a incerteza a respeito de
X pois

Pr(X € A) = / F(x)dx
A

Exemplo: {f(x) = 1/[n(1 + x?)]} daqui, {Pr(X € [-1,2]) = 0,6} }

Helio S. Migon Mariane B. Alves Modelos Dinamicos Bayesianos



Operacoes com funcoes de densidade de probabilidade

Sejam x, y, z varidveis aleatérias e seja f(x,y, z) a funcdo densidade de
probabilidade conjunta dessas trés variaveis aleatérias. Valem as
seguintes identidades :

) =
) = [ fxnay
fxyls) = i

Resultados continuam validos para x, y, e z vetores.
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Operacoes com funcoes de densidade de probabilidade

Sejam x, y, z varidveis aleatérias e seja f(x,y, z) a funcdo densidade de
probabilidade conjunta dessas trés variaveis aleatérias. Valem as
seguintes identidades :

f(x,y) = /f(x,y,z)dz

z

flx|y) = / Fx,2 | y)dz

z

fy | x,2)f(x | 2)
fly|2)

Resultados continuam validos para x, y, e z vetores.

fix |y, z)
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Distribuicao Normal Univariada

A variavel aleatéria (v.a.) x tem distribuicdo normal univariada com
média y e variancia 02, denotada por N(u,0?), se sua densidade é dada
por:

1 1
f(X;/j,,O’z) - 27‘(0’2 exp {M(X - :u’)z} , X € R

A distribuicio normal padronizada é obtida quando ;1 =0 e 02 = 1.

E(x)=pe V(x) = o2
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Distribuicao Normal Multivariada

X = (X1, X2, -+, Xp)' tem distribuicdo normal multivariada (ou
p-variada) com média p e varidncia X, denotada por N(u,X), se sua
densidade é dada por :

i T) = (22 | £ 12 exp { =S x = Y T3 - 1)}

onde | A | denota o determinante da matriz A. A distribuicdo normal
padronizada é obtida quando ;n =0 e ¥ = /,, a matriz identidade de
ordem p. Nesse caso, as componentes x/s sdo normais padronizadas
independentes. A distribuicdo normal univariada é o caso particular onde

p=1
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Densidade da Normal Bivariada

Exemplo:

Helio S. Migon Mariane B. Alves Modelos Dinamicos Bayesianos



Propriedades importantes

Se A é uma matriz r X p e b é um vetor r-dimensional ent3o

y = Ax+ b~ N(Au+ b, ALA')

Distribuicdes Marginais

| \

Se o vetor x é dividido em 2 blocos x; contendo os primeiros r
componentes de x e x, contendo os outros p — r componentes entio
procedendo a mesma particdo em u e ¥ na forma

w1 i X
= Z =
a ( p2 ) y < Y01 o )

obtém-se que x; ~ N(p;, i), i =1,2.
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Propriedades importantes

Distribuicdes condicionais

Mantendo as mesmas particoes em x, p e > obtém-se que
x1 | x2 ~ N(p1.2,X11.2)
onde 112 = 1 + L1255, (2 — p12) € T112 = T11 — T12¥ 55 Ty

Resultados anélogos sdo obtidos para a distribuicdo de x; | x; bastando a
troca dos indices 1 e 2. Para esses resultados, € obviamente necessario
que as submatrizes 25, e Y17 respectivamente tenham posto maximo,
caso contrario suas inversas ndo existem.
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Propriedades importantes

Reconstrucao da conjunta

Se x1 | xo ~ N(u1 + Bi(x2 — p2), B2) e xo ~ N(u2,X2,) entdo

x = (X1>~N(,u,2) com

X2
p1 Y X
= z =
s ( 2 ) y < Yo1 X )
onde 211 — Bz T 8122281 @ 2/21 = 212 = 31222.

”
Formas quadraticas

(x =)= x = p) ~ xp
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Distribuicao Gama

X tem distribuicdo Gama com pardmetros « e 3 se sua funcdo de
densidade for dada por:

p(x|o; B) o x*Lexp {—fx},0 < x < 0.

Notacdo: x ~ G(«, 3).

Helio S. Migon Mariane B. Alves
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Densidade da Gama

@ — Gama(3,3)
— Gama(3,2)
— Gama(3,1)
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Distribuicdo t-Student Univariada

X tem distribuicdo t-Student univariada com v graus de liberdade, com
pardmetros u e o se sua funcdo densidade é dada por :

p(x|p, o0,v) o [vo? + (x — )2~V H/2 o0 < x < 0.

Quando i = 0 e o = 1 diz-se que a variavel aleatéria tem distribuicdo
t-Student padr3o. Neste caso,

ExX)=pv>1 e V(x)= Vi20'27y>2.

Notacdo: x ~ t,(u,0?).
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Densidade da t-student
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Densidade da t-student

300

250

200
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100

Valores simulados de uma t(0,1)
com 1 grau de libertadade

Valores simulados de uma t(0,1)

com 2 graus de libertadade

Valores simulados de uma t(0,1)
com 5 graus de libertadade

Observem as escalas dos graficos!
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t-Multivariada

x (n x 1) segue uma distribuicdo t-multivariada com pardmetros p e X e
v graus de liberdade, se sua funcdo densidade é dada por:

p(X|p, X, v) o [v+ (x — p) T (x — M)]f(wrn)/z

parax € R"ondep € R", X >0 (nxn)ev>0.
Notacdo: x ~ t,(u,X).

A média e variancia de x s3o :

E(x) = pu se v>1
V(x) = Y se v>2.
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Diz-se que uma matriz Q segue uma distribuicio Wishart com pardmetro
Y e v graus de liberdade, se e sé se, sua funcdo densidade é dada por :

P(QIE, ) o |Q]~"D/2 exp {—;trZQ}

onde v > n, X >0 (nx n) e trX é o trago da matriz .

Notacdo: Q ~ W(X,v).
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Wishart Invertida

Diz-se que uma matriz  (n x n) segue uma distribuicdo Wishart
Invertida com pardmetro ¥ e v graus de liberdade, se e s6 se,
Q! ~ W(Z,v). Sua fungio densidade é dada por :

p(QIE, v) o | QW HH/2 exp {;m:nl}

onde v > n, X >0 (nx n) e trX é o trago da matriz X.
Notacdo: Q ~ WI(X,v)

Algumas propriedades das distribuicGes citadas acima:

1. Se Q2 ~ W(X,v) = AQA’ ~ W(AXA' v);
2. Se Q7 ~ WI(Z,v) = AQA’ ~ WI(AXZA' v);
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Normal-Gama

Suponha que X|Y ~ N(u,y 'V) e Y ~ G(%, g)
(& y1~GI(%,9)).
4

(X,Y) ~ NG(u, V,v,d)

U
X ~ t, (1, SV) onde S =<
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Normal-Wishart

Suponha que X|Y ~ N(u, VY 1) e Y ~ W(Z,v)
I

(X, Y) ~ NW(u, V,v,¥)

U
X~ tV(:uv %)
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Introducdo a inferéncia Bayesiana

Introducao a inferéncia Bayesiana
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Teorema de Bayes

Observacdes y : descritas por densidade ou funcdo de probabilidade
f(y|6)

Funcdo de Verossimilhanca y : 1(8) = f(y|0)

Quantidade 6 : indexador de f (pardmetro)

Situacdo candnica amostra aleatéria simples y = (y1, ..., yn) é extraida
de f(y|0).
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Exemplo 1 : medicdes sobre uma grandeza fisica 6 com erros e; descritos
pela N(0,0?), 02 é conhecida.

yi=0+e, i=1..n e

T 1 1()/i—9)2}
0) =[] fu(yii0,02) =[] ——— exp { —> L
f(y16) ||Ny 1;[1 — P{2 p

0 é mais do que um simples indexador. Essa situacdo se repete em casos
mais gerais

E bastante provéavel que o pesquisador saiba caracterizar sua incerteza a
respeito de 6 probabilisticamente. Isso pode ser feito através de uma
densidade p(0)
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Teorema de Bayes

Processo de inferéncia baseado na distribuicdo de 6 apds observar y.
— distribuicdo a posteriori (em oposicdo a priori)

Obtida através do teorema de Bayes via

poly) = RO,
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Teorema de Bayes para Variaveis Normais

Exemplo 1 (cont.) : o modelo pode ser completado com priori
p(0) = N(u,72), i e 72 conhecidos.

1(6) = Ul\/;? exp {;(Y;W} x exp {fTZQ(y ,9)2}

onde y é a média aritmética dos y;'s.

w0) o« o {30

71

onde| ;2 =no2+772|e ‘ w1 = 12(no =2y +772p) ‘

portanto: (0) = N(u1,72).

e 72 — co: priori ndo-informativa p(f)  cte. e

(0) = N(7,0%/n)
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e Sabe-se que o nivel de glicose em uma pessoa normal pode ser descrito
pela distribuicio N(120,100), i.e,

1 1 /p—120\°
p(u) = TooweXp{_z( T )}

Logo, Pr(u estar entre 100 e 140) = 0,95\

e Uma medicdo, y, em laboratério é feita. Vamos supor que {a y|u} é

N(u,25), ie.
fyln) = \/5107e><p{—; (y;“) }

dai, as chances da medic3o errar o nivel em mais de 10 ml so de 5%
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v A amostra é colhida e a medicdo observada é de 127 ml.

v’ Agora, nossa incerteza sobre o nivel de glicose é dado por

p(uly =127) oc £(127|p)p(1)
s« enf -2 (Z) oo {3 (1522)')
« e (120

Logo, (u|y = 127) é N(125.6,(4.5)%) e Pr(116.6 < u < 134.6) = 0.96
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Exemplo 2 : Vamos supor agora que a variancia da observacdo também
é desconhecida. Nosso modelo passa a ser

(}/‘9702) ~ N(G’gz)
(0]0%) ~ N(a,o’R)

Nosso pardmetro agora é bidimensional e para completar a distribuicdo a

priori precisamos de uma distribuicio marginal para o2.

A . . 5 o
Por conveniéncia especificamos a priori para ¢ = c~° como ¢ ~ G (5, 5)

& 02~ Gl (3,9). Logo (6,¢) ~ NG(a, R, n,d).
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Dai, aplicando o teorema de Bayes obtemos

£(0,0ly) o f(y|0,9)p(0, )
x  Qlr2/2A-1 600 {(; {(9 —m)? N (y — a)? . d} }

C R+1
0 — 2
f(9|¢7y) O(exp{_;b(c-’n)}7

assim (0|, y) ~ N(m, C/¢) = N(m,a>C)

@)~ 6 (2 5 [a+ 22

Logo, (6, ¢ly) ~ NG (m C,n+1,d+ (};?:1) )
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Como y = 0 + ¢ onde (€|o?) ~ N(0,2) obtemos que

E(y|lo?) = E(8|0?) + E(elo®)=a
V(ylo®) = V(0]0®)+ V(e|o?) = o*(R+ 1)

Logo y[¢ ~ N(a, B2

= (y,¢) ~ NG(a,(R+1),n,d)
=y ~ to(a, 4(R + 1))
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@ Priori ndo-informativa: muita controvérsia entre Bayesianos

= Variancia grande

@ Previsdo de uma observacdo futura y apds observar x

Flylx) = / F(y.6]x)d6 = / F(y(6) n(9) do

se y e x s3o independentes condicionalmente a 6
e No caso multivariado: 8 = (61, ...,6,)

@ Densidade marginal a posteriori de 6; é dada por

(0;) = /w(el,...,ep)de,,-

onde 9,,' = (91, ...,9,;1,9,41, ...,9,_—,)

@ Para cada 6;: profusdo de distribuicdes condicionais
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Sumarizadores importantes da posteriori:

@ locacdo: média, moda e mediana

@ dispersao: variancia, desvio-padr3o, precisdo e curvatura na moda
Em geral, expressao da posteriori é muito complexa:
impossivel obtencdo analitica dessas quantidades

Exemplo priori é alterada da normal para a Cauchy

e {AE)

— NO.1)
—— Cauchy(0,1)
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Modelos de Regressao

Num modelo de regressao temos uma variavel resposta y que é explicada
por um conjunto de varidveis explicativas xi, ..., X, através da relagdo

y=Bo+bixa+...4+Bpxp+Vv

Em geral, assume-se que o v tem distribuicio N(0,02).\ A equacio
acima pode ser mais compactamente escrita como:

y=xpB+v,
1 Bo
X1 b1
onde: x = } e 8= )
Xp Bp
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odelos de Regressao
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@ A natureza das variaveis explicativas ou regressores é bastante
ampla. Podendo assim, utilizar-se qualquer variavel quantificavel.

@ Os coeficientes de regressdo 1, ..., 8p informam sobre a influéncia
que os regressores tém sobre a resposta y.

@ Na pratica, seus valores sdo desconhecidos e estimados a partir de
uma colecdo de observacdes feitas sobre o modelo acima.
Assim, observamos respostas yi, ..., Y, COM seus respectivos
regressores xi, ..., X,. Simbolicamente, temos:

yvi=xX;B+wvw, t=1,...,n
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Modelo Bayesiano completado com priori conjugada para 8 e ¢ = o2

Ny noSo
27 2

Bl6 ~ N(bo, 6~1Bo) e ¢~G(

Aplicando o teorema de Bayes, vem a posteriori

S
Blo? ~ N(by,0%B1) e U2NG/<"21,”121>
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Detalhes de modelos de regressao

Estimacdo de maxima verossimilhanca
Os estimadores de MV de 3 e 62 no modelo de regress3o sio
A= (X'X)7'XYy
2= Y- XXX Xy
mas S? = n52/(n — p) é o estimador n3o-viciado de o2.

Suas distribuicdes amostrais sdo dadas por

B~ tap(B,S2(X'X)" M) e

s? 5 5 n—p n—p
(nip)? ~ Xn—p¢>5 NG( 2 ’ 2

?)
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Detalhes de modelos de regressao

Estimacdo Bayesiana

Os parametros da distribuicio a posteriori de 3 e o2 s3o

by = Bi(By'bo+X'y)

B/' = B;'+XX

ng = ng-+n

mS1 = mSo+ (n—p)S?+ (B —bo) [Bo + (X'X)"] (B — bo)

Se a priori é n3o-informativa (np — 0 e BO_1 — 0) entdo
b; = 3, B, :(X'X)71 ,nm=n—pemS; :(n—p)S2
As expressbes das distribuicdes a posteriori sdo
B~ tnp(B,SP(X'X)H) e

S2 n—p n—p
(=P ~ X, wot~al (TR IR

o2
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